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ABSTRACT 
On &die, en caracteristique differente de 2, I’aspect algebre de Jordan des 
T-algebres. On montre que, pour les T-algitbres de rang 3, Ctre une algebre de Jordan 
Cquivaut B &tre a puissances associatives et leur equation rang est de deux formes. 
Dans certains cas, on determine l’ensemble des idempotents. On montre enfin que 
toute T-algebre a puissances associatives de dimension inferieure ?I 5 est une algebre 
de Gonshor et 5 en est la meilleure dimension possible. 
We give here some results about train algebras which are Jordan. In particular we 
show that for train algebras of rank 3, being Jordan is equivalent to being power 
associative. This is not true for train algebras of rank > 3. 
0. INTRODUCTION 
Les algkbres g&Aiques ont 6tk introduites par I. M. H. Etherington 
[3-51. En 1949, R. D. Schafer [17] mentionnait d6j2 la pr&ence, parmi elles, 
d’alg&bres de Jordan. L’aspect Jordan a fait l’objet dun article de P. Holgate 
[ll] et t&s recemment d’autres auteurs s’y sont in&es&s [15, 16, 18, 203. 
Rappelons tout d’abord quelques definitions. Dans la suite, K sera un 
corps commutatif infini de caracteristique differente de 2 et toute algebre A 
sera commutative de dimension finie sur K. On dira que A est une K-algBbre 
pond&x?e s’il existe un morphisme, non-nul, d’algebres w : A + K. Une 
K-algebre pond&e (A, w> est une T-algBbre (en anglais “train algebra”) s’il 
existe des constantes yi.. . . , y,_ 1 dans K telles que 
x'+y,o(x)r'-'+ ... +yr_,w(x)r-lr=O 
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pour tout x dans A. Le plus petit entier r est alors appele le rung de A (cf. 
[3]). Une K-algebre pond&e (A, w) est une T-ulgBbre spkiale si l’ideal 
N = Ker(o) est nilpotent et toutes ses puissances principales Nk sont des 
ideaux de A (cf. [5]). 0 n ira d q u’une algbbre A est une alg&re de Go&or 
si elle admet une base {a,, a,, . . . , a,} sur K avec la table de multiplication 
n n 
a2,=a,+ c &,@k, UOaj = c AOjkak> uiuj = Aijk”k) 
k=l k=j k=mdi,j)+l 
pour i. j >, 1. Une telle base sera dite canonique (cf. [9]). 
Une K-algebre ponder&e (A, o) est une alg&re de Schafer si pour toute 
transformation K-lineaire T = crZ + f(R,.., RX*, . . > avec (Y dans K et les xi 
dans A, ou Z est l’application identite et f est un polyn6me, la fonction 
caractkistique de T ne depend des xi qu’a travers leurs poids o(ri) (cf. 
[17]). On note R, : A + A, a e ax la multiplication a droite par r. 
Une algbbre A est une algBbre de Jordan si x2(yx) = (x2y)x, quels que 
soient x, y dans A (cf. [13]). 
Toute K-algebre pond&&e (A, w ) admet la decomposition A = Ke @ N ou 
e est un Clement quelconque dans A de poids unite, i.e., w(e) = 1. Si de plus 
A est une algebre de Jordan, on prendra pour e un idempotent de A (toute 
algebre de Jordan non nil-algebre contient un idempotent). Soit A = A,@ 
A,,,@A, la decomposition de Peirce de A relative B l’idempotent e, oii 
A,={xlr~A, ex=pr} avec p=l, i ou 0. On a A;cAi, A:cAo, 
4,24,2 c A, + A,, A,A, = 0 et A,,,(A, + A,)s A,,, (cf. [13, chapitre 
III]). Puisque A est ponderee, alors A,,, +A,GN et KeGA,. Soit A, un 
sous-K-espace vectoriel complementaire de Ke dans A,. Alors _A = Ke@A,,, 
@A,@A, avec A”, L Ai, A,,,A,,, L A, + A,, A1,2(Ao + A,)c Al,2 et 
A,A, = 0. Ces notations seront conservees par la suite. 
1. THEOREMES DE STRUCTURE 
TH~OR%ME 1.1. Soit (A, w> me K-ulgBbre pond&&e. Si A est une ulg2bre 
de Jordan les assertions s&antes sont kquivulentes: 
(i) A est me ulgbbre de Gonshor; 
(ii) A est une ulgdbre de Schafer; 
(iii) A est une T-ulgBbre. 
Les implications (i) j (ii) (cf. [I7, theoreme 21) (ii) * (iii) cf. [17, 
theoreme 11) sont vraies sans supposer que l’algebre A soit de Jordan. I1 
reste alors 2 Btablir que (iii) =+ (i). Soit done A une algebre de Jordan qui est 
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une T-algebre. Alors N est le nil-ideal maximal de A. D’aprbs un theoreme 
dti a Albert, tout nil-ideal dune algebre de Jordan est nilpotent. Done N est 
nilpotent. On choisit une base (aa, a,, . . . , a,) dans la decomposition de 
Peirce de A relative ?I I’idempotent a,. 11 est clair que ~(a,)= 1 et 
~(a,) = 0, pour i > 1. Soient Ra0,. . . , Ran les multiplications a gauche par les 
elements de la base. Soit G le semi-groupe multiplictif de T(A), I’algbbre 
associative des transformations de A, engendre par les elements R$R,z, 
i=l ,..., R, k=O,l,.... Chaque Clement de G contient au moins un facteur 
de la forme R,. Puisque N est nilpotent, la sous-algebre H de T(A), 
engendree par G, est nilpotente. On note par Ni = N, Nk+i = HN, avec 
k =1,2,... . Puisque N, est un ideal de A, les sous-algebres N,, N,, . . . 
forment une suite decroissante et comme H est nilpotente alors cette suite 
est stationnaire a partir d’un certain rang r + 1, i.e., N, 1 N, 1 . . . 3 N,., , = 
0. Considerons maintenant les espaces vectoriels quotients Nj / Nj+i, j = 
1, . . , r. Comme R,, E H, on a R Iii Nj c HNj = Nj+ 1, done l’application K- 
lineaire R’,” induite par R,, sur Nj/ Nj+i, est nulle (j = 1,2,. . , r, i = 
1 >..., n). De la relation RooH’c H il vient que Ro,Nj L Nj. Done Rae induit 
une application Rvo) sur N, /Nj,, (j = 1,. . . , r). Mais puisque les sous- 
espaces vectoriels Nj sont stables sous Rae, alors Nj = (Nj),,,@(Nj),@ (Nj), 
ou (Njjp = Nj n A,, pour p = 1, i,O. On peut done choisir une base cp) + 
Nj+l,. . , cg) + Nj+l de Nj/ N,,, sur K telle que R$ ait une matrice 
diagonale. Le reste de la demonstration se fait comme celle du theoreme 3.13 
de [19]. 
REMARQUES 1.2. Dans [9, thCor&me 2.11 et [19, thCor&me 3.131, les 
auteurs demontrent l’equivalence (i) w (ii) sur une extension convenable du 
corps de base. P. Holgate [12] construit un exemple judicieux dune T-algbbre 
dont le nil ideal N est nilpotent mais qui n’est pas une algebre de Schafer. 
Ici I’hypothese d’&tre de Jordan s&t pour demontrer le theoreme. 
Toute algebre de Jordan verifiant une quelconque des assertions du 
theoreme sera dite ulgdbre de Jordan g&&que. 
LEMME 1.3. Soit A me ulgdbre de Jordan gh&que. Si N2 est un id6al 
de A ah-s, pour tout k 2 3, Nk est un id&al de A. 
Soient A une algebre de Jordan gerktique et e # 0 un idempotent de A. 
On sait que tout ideal de A est stable sous R, et que tout sous-K-espace 
vectoriel M de A stable sous R, s’ecrit M = M,,,@M,@M, oti M,, = M n 
A,. Supposons que N2 soit un ideal de A. Alors N2 =(N2),,g@(N2),~ 
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(N’>, avec (N2)1,2 = A1,2(Ao + ii,), (N2), = (A1,2A1,2)0 +A;, (N2), = 
(4,24,2)1+ A”, oh A,,,A,,2 = (A1,2~1,2)o~(~1,2AI,2)~. Par rhu-rence 
sur k, supposons que Nk soit un id&al de A. On a 
et 
Nkfl = NkN = Nk(A,,,BA,@&) 
=(Nk)w(A~+&)+A~,&Nk)~+(Nk)~] 
+ A&Nk)w+ Ao(Nk),+ A,(Nk)l 
= ( Nk+1)1,2@( Nk+‘)@ ( Nk+‘), 
avec 
tNk+‘)o = A,tNkh+ (A,,,tNk)&, 
Ceci du fait qu’en plus des relations sur les composantes de Peirce on a 
4,2Wkh,2 42 = (A21,2)1@ (4,2),. 
Ainsi Nk+’ est stable sous R, et NNkf’ = Nk+’ c Nk+’ nous dit que Nk 
est un id&l de A. 
THI?OR~ME 1.4. Soit A une alg&re de Jordan g&&ique. Alors A est une 
T-alg&e spbciale si et seulement si N2 est un id&al de A. 
Par dhfinition, la condition est nkcessaire et la Gciproque est don&e par 
le lemme 1.3. 
I1 existe des alghbres de Jordan g6nktiques qui ne sont pas des T-algbbres 
spkciales. 
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EXEMPLE 1.5. Soit A la IW-alg&bre de dimension 4 dont la table de 
multiplication dans une base (e,, e,, e2, e,} est don&e par ei = 
1 
e,, eOel = ze,, 
eoe2 = e2, el ’ = e2 + es, les autres produits &ant nuls. On voit que A est une 
alghbre de Jordan gCn&ique. Mais N2 = (e, + es) n’est pas un idCal de A, 
puisque R&N’) = (e2) Q: N2. 
COROLLAIRE 1.6. Soient A une algbbre de Jordan g6nCtique et A = Ke 
@A,,2@Ao@A, sa dkomposition de Peirce relative ?I l’idempotent e. Si 
A, = 0 ou A, = 0 alors A est une T-algkbre spkciale. 
I1 suffit de voir, dans ces conditions, que N2 est mkessairement un ideal 
de A. 
2. SUR LES T-ALGEBRES DE RANG < 3 
Soit A une T-alg6bre de rang < 3. Si A est de rang 2 alors A est une 
alghbre de Jordan (cf. [4, page 1381); plus pr&i&ment A est une algbbre de 
Jordan spkciale (cf. [17, page 1331). 
Supposons alors que A soit une T-alg&bre de rang 3. L’kquation princi- 
pale de A est de la forme 
tandis que l’kquation aux puissances pleines s’kcrit 
oh A est dans K et oti les puissances pleines d’un Ckment x de A sont 
d&nies pa r[ll= x, XI’1 = ;T['-1l~['-ll pour k 2 2. L’Bquation pr&dente 
peut aussi s’Ccrire 
THI~OR~ME 2.1. Soit A une T-algt%re de rang 3. L.es assertions suivantes 
sont bquivalentes : 
(i) A est une algGbre de Jordan. 
(ii> A est une algsbre b puissances associatives. 
(iii) L’hquation principale de A est soit x3 - &x)x2 = 0, soit x3 - 
2&)x2 + o(x12x = 0. 
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On sait deja que (i) * (ii). Montrons que (ii) * (iii). L’algebre A &ant B 
puissances associatives, on a x’xj = x i+j quels que soient les entiers i, j > 1 
et, en particulier, x2x2 = x4 pour tout x dans A. Multiplions l’bquation 
principale par X. 11 vient que x4 -(l+ A)o(r)x3 + ho(r)‘r’ = 0. Or, 
1’Cquation aux puissances pleines s’ecrit r4 -(l +2A)w(x)‘r2 +2A~(x)~x = 
0 et la difference entre ces deux equations donne 
(l+h)w(X)Xs -(l+SA)o(x) 2~2 +2Ao( x)“x = 0. 
Si l’on suppose w(x) # 0, on a cl+ A)r3 -(1+3A)w(x)x” +2Aw(x)“x = 0 et 
si l’on fait a nouveau la difference avec l’equation principale, on a A[ x 3 - 
20&)x2 + WAX]= 0, pour tout x dans A tel que w(x) # 0. Pour A = 0, 
I’equation principale se reduit a x3 - w(x)x2 = 0 et si A # 0 alors x3 - 
2w(x)x2 + o(rj3r = 0, pour tout x dans A tel que w(x) # 0. Mais K etant 
un corps infini, l’ensemble de ces x est dense (au sens de Zariski) dans A, 
d’ou (iii). 
I1 reste a montrer que (iii) =$ (i). Si x3 - w(x)x2 = 0, pour tout x dans A, 
alors A est de Jordan (cf. [15, theoreme 5.11 ou [18, $21). Supposons 
maintenant que x3 - 20(r)x2 + O(X)~X = 0, pour tout x dans A. La 
linearisation de cette equation donne 
2x( xy) +x2y-40( x)xy -2w( y)x” +2w( xy)x + w( X)~Y = 0. 
En la multipliant par x d’une part, et en y remplaqant y par xy d’autre part, 
on obtient respectivement 
et 
2+(rY)l+ X”(YX) -4w(r)r(ry) 
-2w(Xy)xa+2~(x)2w(y)x + 
La difference de ces deux equations donne 
o( x)2xy = 0. 
X2(yx)-(X2y)x=2w(y)[x3-2w(x)x2+w(x)2X] =o, 
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x2( yx) - (x2y)x = 0, 
done A est de Jordan. 
11 existe des T-algebres de rang > 3, a puissances associatives, qui ne 
sont pas de Jordan. 
EXEMPLE 2.2. Soit A la R-algebre commutative de dimension 4 dont 
une base est (e, e,,e,,e,} avec la table de multiplication e2 = e, ee, = fel. 
ee, = e2, e,e2 = es, les autres produits 6tant nuls. On verifie que pour tout x 
dans A, on a x4=x2x2. D’apres un resultat dfi B Albert, ceci entraine que 
l’algbbre A est a puissances associatives. Les composantes de Peirce de A 
relative a e sont A, = (e, e,), Ar,s = (el) et A,, = (es). Comme A,Ar,, = 
A 1,2 + A, alors A n’est pas de Jordan. L’equation principale de A est 
r4 -2w(x)x3 + WAXY = 0, done A est une T-algebre de rang 4. 
Pour ce qui est de la structure de ces deux classes de T-algbbres, on a le 
theoreme suivant: 
THI?OR$ME 2.3. Soit (A, w) une algbbre pond&-&e. Ah-s A v&i>e 
l’~qu4ztion x 3 -2&)x2 + o(~>~x = 0 (resp. x3 - w(x)x2 = 0) si et seule- 
ment si les conditions suivantes sont v&ij%es: 
(1) pour tout idempotent e de A, A= Ke@A,,,@A, (resp. A= Ke@ 
A,,2 @A,) est la d&composition de Peirce de A; 
(2) pour tout x dans Ker(w ), x 3 = 0; 
(3) A,,,A,,, CA,, A,,,A, CA,,,, A”, = 0 hesp. A1,2A1,2 LA,, A1,2Ao 
GA,,,. A2,=0). 
Dans le cas on A verifie l’equation r3 - w(x)x2 = 0, le resultat est dPj& 
connu (cf. [20, theoreme 31 ou [15]). Supposons alors que A v6rifie l’equation 
r3 -2&x)x2 + WAX = 0 et soit A = KeB)A,,2@A,@A, sa d&composition 
de Peirce relative a un idempotent e. La linearisation de l’equation x3 - 
20(x)x2 + WAX = 0 donne x(yz)+(xy)z +(xz)y -2w(x)yz -2w(y)xz - 
2o(z)xy + w(xy)z + w(xz)y + w(yz)r = 0. En y faisant r = z = e et prenant 
y dans Ker(o)n A, il vient que 2e(ey)+ ey -4ey + y = 0 soit (2~~ -3~ + 
1)y = 0, doti p = 1 ou p =& sinon on aurait y = 0. Ceci nous dit que 
A,, = 0, do6 la condition (1). La condition (2) est Cvidente. Pour la condition 
(31, il reste B Btablir que A”, = 0. En faisant x = e et pour y et z dans xl, 
1’6quation ci-dessus devient e( yz) + (ey)z + (ez>y - 2 yz = 0. Or A”, c x1, par 
consequent yz = 0, quels que soient y et z dans x,, i.e. A”, = 0. 
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Rkciproquement, si une alg&bre A satisfait les conditions (1) 2 (3), de (2) 
et (3) on ktablit les identiths (x1/2)3 = 0, x1,2(x1,2xI) = 0 et x1(x1x1,2) = 0 
\ 
ou x,,, est dans Al,z et x1 dans A,. Pour x = w(x)e + x1,2 + xl un 
6lkment quelconque de A, on vkrifie que l’on a bien x3 - 2 0(x)x2 + 
C-4x2)x = 0. 
3. SUR L’ENSEMBLE DES IDEMPOTENTS 
Soient A une alg&bre de Jordan g6n6tique et A = Ke@A,,,@A,@A, sa 
ddcomposition de Peirce relative 2 l’idempotent e. 
On dira que I’idempotent e est principal s’il n’existe aucun idempotent 
dans la sous-algkbre A,, et e sera dit primitif si e est l’unique idempotent de 
A, = Ke@A,. 
LEMME 3.1. Dans une algdbre de Jordan g&&tique, tout idempotent est 
principal et primitif. 
Soit x dans A, un idempotent. Alors x = x3 = xk pour tout entier k 2 3 
et comme x est nilpotent, pour k suffisamment grand xk = 0, done x = 0. 
Supposons maintenant que x = (ye + xl soit un idempotent de A 1, avec 
x1 dans A,. De x2 = x il vient que Us = w(x), soit w(x) = 0 ou w(x)= 1, 
i.e., (Y = 0 ou CI = 1. Si (Y = 0 alors x1 = xf = xf, pour tout k 2 3, entraine 
que x1 = 0. Si (Y = 1 alors x2 = e +2x, + x F et I’kgalith x2 = x entraine que 
x1 = - x f. Par rkcurrence, il vient que x 1 = ( - l)k- lx: pour tout entier 
k B 1. Puisque x1 est nilpotent alors xl = 0, done x = e. 
TH~OR$ME 3.2. 
(1) Si A,,2A,,, =t ah-s Z,(A)={e+xlx EA,,,}. 
(2) Si A&A, + A,)= 0 alors Z,(A)={e + x +(x2), -(x2),1x E Al,& 
air (x”)~ est la composante de x2 dans Ai, i = 0,l. 
(3) Si A_, = 0 alors Z,(A) = (e + x - x21x E A1,2). 
(4) Si A, = 0 alors Z,(A) = {e + x + x21x E Al,2). 
En effet, l’assertion (1) est immkdiate. - - 
Supposons que 
A;,2 = A,,zA;,z = 
A,,2 (A, + A,) = 0. Puisque A,,,AI,, c A,, + A, alors 
0. Pour toute algkbre B puissances associatives, done aussi 
pour toute algbbre de Jordan, on a 2R: -3R,zR, + RX3 = 0. Pour x = x1/2 
+x0 + x1, on a (3R: -3R,zR, + R,3Xe)=(x,,2)2x, -(x1,2)25l = 0, done 
(r,,,)‘x, =(x1/2)2x1 = 0, quels que soient xl/2 E A,,, et x1 E A,. [Puisque 
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(x~,~)‘x~ est dans A. 1) i = 0 ou 1.1 Par consequent (A~,~)~A~ = 0 et - 
(A1,2)2Ai = 0. Soit maintenant x = e + x1/2 + x,, + xi un idempotent de A. 
On a 
x2=e+x l/2 +2x1 +h,2)2+ 4 + 4 
et 1’6galitC x2 = x entraine que x0 + xi =(x1,2)2 + x0” + x,“. On a 
(x0 - xJ2 = (x0 + Xl)” = x,” + xf = x0” + x;. 
Alors xi = (xi)” et xf = (xf)’ nous disent que x0” = 0 et xf = 0 (cf. lemme 
3.1). Ainsi x0 - xi = (xi,,)” et si l’on ecrit (x,,,)~ = (xf,,), +(xf,,), alors 
par identification, il vient que x0 = (xf,,), et x1 = -(~f,~)i, d’ou (2). 
Supposons que A, = 0, done (Al,2)2 CA,. Pour y = e et x = xi/Z, 
l’identite de Jordan x2(yx) = (x2y)x entraine que (x,,,)~ = 0. Pour x = xi,2 
+ xi, 1’Cquation (2RQ -3R,zR, + R,a)(e) = 0 entraine que (x,,,)~x, = 
2x,,,(x,,,x,) et x1/2(x1)2 = 2x,(x,x,,,), quels que soient xi/2 dans A,,, et 
xi dans A,. Soit x = e + x 
+(x,,2)2 +2x 
1,2 + xi un idempotent de A, on a x2 = e + xi/2 
i,2x1 +2x, + xf et l’equation x2 =x entraine que x1/2x1 = 0 
et xi = -(x1,2)2 -(x,)2. Pour xi = -(x,,2)2 -(x,)~, on a x1/2x1 = 
- x1/2(x1)2 = -2x,(x,x,,,) = -2R:,(~i,~ ). Par r&urrence sur k, on etablit 
que x1,2x1 = (-2)k-1Rx,(xi,2). Puisque l’application R,, est nilpotente, 
pour k suflisamment grand, on a Rt, = 0, done x1/2x1 = 0. Puisque 
(Xl,,) “xt = 4Xl~2[X~(X~X~~2)] = 0 et (x,,,)~ = 0 alors xp = (x,,,)~ + 
2(x ,,2)2(x,)2 +(x,)4 =(x,)4, i.e., xf est un idempotent de A,. D’apres 
le lemme 3.1 on a xf=O, done xi= -(x 
d’oii (3). 
i/s )2 et x= e+x l/2 -(x1,2)23 
La preuve de (4) est analogue a celle de (3). 
Notons que les formules (3) et (4) d onnent l’ensemble des idempotents 
des T-algebres de Jordan de rang 3, don&es par le theor&ne 2.1. 
4. T-ALGEBRES A PUISSANCES ASSOCIATIVES 
Soit (A, o) une T-algebre a puissances associatives. Alors l’idCa1 N = 
Ker(w) est nil. On sait (cf. [6] et [14, chapitre VI]) qu’en dimension inferieure 
B 4, toute nil-algebre commutative a puissances associatives est nilpotente. 
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Alors, par une demonstration analogue a celle du theoreme 1.1 [(iii) * (i)], 
on peut etablir le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 4.1. Toute T-algkbre a puissances associatives, de dimension 
n < 5 est une algebre de Gonshor. 
REMARQLJE 4.2. Pour n > 5 le thkoreme n’est plus vrai. En effet, 
Abraham (cf. [l, page 571) a utilise le contre-exemple de Suttles pour con- 
struire une T-algebre a puissances associatives, de dimension 6 et de rang 5, 
qui n’est pas une algebre de Gonshor. 
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